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Resumen 1. Introducci(')n

El modelo mas popular de la teoria del
crecimiento economico es el modelo de
Ramsey, Cass-Koopmans. El objetivo de es-
te trabajo es estimar el Estado Estaciona-
rio de este modelo aplicado a la economia
peruana bajo el enfoque Planificador. Para
ello se utilizan métodos numéricos hacien-
do uso del software de MatLab, estos mé-
todos son el de Punto Fijo y el de Newthon
Raphson . La aplicacién del modelo fue uti-
lizando los parametros perteneciente al Pe-
rd que fueron extraidos de Estadisticas del
Banco Central de Reserva. El resultado que
se obtuvo fue que el método de Punto Fijo
es el mds eficiente puesto que soluciona el
problema con un menor ntimero de itera-
ciones.

Palabras clave: Algoritmos numericos,
enfoque del planificador, estado estaciona-
rio.

Abstract

The most popular model of economic
growth theory is Ramsey’s model, Cass-
Koopmans. The objective of this paper is to
estimate the steady state of this model ap-
plied to the Peruvian economy under the
Planner approach. For this, numerical met-
hods are used making use of MatLab soft-
ware, these methods are Punto Fijo and
Newthon Raphson. The application of the
model was using the parameters pertaining
to Peru that were extracted from Statistics
of the Central Reserve Bank. The result that
was obtained was that the Fixed Point met-
hod is the most efficient since it solves the
problem with a lower number of iterations.

Keywords: Numerical algorithms,
planner approach, steady state.

La importancia de la macroeconomia a largo
plazo radica en que se puede determinar el cre-
cimiento econémico de un pais y esto ayudara a
determinar las politicas econdmicas que se deben
tomar. Por el lado de la politica monetaria esta el
Banco Central de Reserva del Pert y por otro lado
la politica fiscal que esta a cargo del Ministerio de
Economia y Finanzas.

Dentro de los modelos de Crecimiento Neocldsi-
co se encuentra el Modelo de Solow-Swan y el Mo-
delo de Ramsey, Cass-Koopmans. El primer modelo
es muy usado para describir, pero no debe ser usa-
do para evaluar optimalidad ni para la toma de de-
cisiones politicas econdmicas. La principal razén es
que en el Modelo de Solow (1956) la tasa de ahorro
se asume que es constante y exdgena. Sin embar-
g0, eso es tedrico dado que en situaciones reales no
se cumple que permanezca invariable. Por lo tanto,
para abordar cuestiones de optimalidad es necesa-
rio observar a la tasa de ahorro que es un resultado
de la solucién de un problema de optimizacién di-
namica, en el cual al consumidor le preocupa tan-
to el presente como el futuro; este enfoque se re-
fiere al de optimizacion intertemporal de Ramsey
(1965).

La endogenizacion de la variable tasa de ahorro
es el principal aporte del Modelo de Ramsey, Capss-
Koopmans(1965) de esta manera la tasa de ahorro
no es simplemente un porcentaje fijo de la produc-
cion, sino un resultado endégeno de las decisiones



que toman los consumidores. Asi es como el Mode-
lo de Ramsey supera la ineficiencia dindmica que
presenta el Modelo de Solow.

Existen dos maneras de resolver el Modelo de
Ramsey, Capss-Koopmans un enfoque de soluciéon
es a través de un dictador benefactor o planificador
y el otro enfoque es planteando mercados compe-
titivos.

Se desarroll6 la solucién del modelo por el en-
foque del dictador benefactor o planificador ya que
se puede representar mediante una ecuacion alge-
braica no lineal del ingreso, consumo e inversion
y que con las derivadas parciales de la funcién de
produccidn se obtiene un sistema de ecuaciones al-

sraicas no lineales.

De lo anterior se halla la ecuacién del capital
que es similar a la del Modelo de Solow excepto
que en el Modelo de Ramsey la tasa de ahorro es
determinada endogenamente.

En este documento se utilizaron algoritmos del
método de punto fijo, método de Newton-Raphson,
método de punto fijo para sistemas y método de
Newton para sistemas. Estos métodos constituyen
una buena alternativa para hallar el Estado Esta-
cionario de los modelos también se plantea encon-
trar soluciones alternativas a la solucién analitica
gracias al uso del software MATLAB que agiliza el
~xoceso de solucidn.

El informe esta compuesto por las siguientes
partes:

En la primera parte se plantea el problema y se
presenta brevemente un marco tedrico del mode-
lo de Ramsey que permitira comprender mejor la
importancia del planteamiento del problema.

La segunda parte esta conformada por los obje-
tivos de nuestro trabajo, los cuales nos guiran hasta
su culminacion.

En la tercera parte se describe la solucién, me-
diante la aplicacion de los distintos métodos a tra-
vés del software MATLAB.

En la cuarta parte se muestran los resultados
obtenidos en MATLAB.

En la tdltima parte se plantean las principales
conclusiones de los resultados obtenidos a lo largo
de todo el desarrollo del trabajo.

2. Planteamiento del Problema

Como se menciond anteriormente, en el presen-
te trabajo se busca resolver el Estado Estacionario
del Modelo de Ramsey, Cass-Koopmans en el caso
del Dictador Benefactor o Planificador. Se describi-
ra brevemente la teoria detrds del modelo.

2.1. Supuestos del Modelo de Creci-

miento de Ramsey, Cass- Koop-
mans

En el modelo planteado por Ramsey, Cass-
Koopmans consideraremos una economia cerrada 'y
sin la intervencion del gobierno. Llegando a consi-
derar que el nivel de produccion resultaria del con-
sumo y la inversion.

Yi=Ci+1w (1)
Donde:
= Y: Producto
s C: Consumo
= I: Inversiéon

Ademas se considera que existe un producto uni-
co que es distribuido en toda la economia, que sir-
ve de insumo para la produccién de otros bienes
(Inversion) y para el consumo de las personas. En
este modelo de Ramsey-Cass-Koopmans la tasa de
ahorro es definida como el resultado de la optimi-
zacion dinamica de las decisiones de consumo de
los hogares de acuerdo a su funcién de utilidad y
su restriccion presupuestaria, es decir, que el aho-
rro se endogeniza. Ademads la funcién de produc-
cion tiene caracteristicas neoclasicas desarrolladas



como productividad marginal positiva y decrecien-
te, condiciones de Inada.

Yoo =F Ky, Ly Aw) (2)
Donde:
= K(,): Stock de Capital en el tiempo ¢
= L): Nivel de Trabajo en el tiempo ¢
= A(,): Nivel de Tecnologia/ Progreso Técnico/
Productividad Total de Factores en el tiempo

t

>mds, existen dos grandes supuestos que posibi-
litan la convergencia de las variables en cuestion:

1. La funcién de produccién & : R° — R'es di-
ferenciable de segundo orden en Ky L y cum-

ple:
0F(K,L,A)
K,LA =——=
‘g.K( 3 &y ) aK >0
2*F(K,L,A)
K, LA =—mFmm"<
gKK( PR ) 3K2 0
7,k 1,4)=2Z20LA _,
dL
s _ 32Z(K,L,A)
gLL(K,L,A) = ———az-z—-—- <0

2. Z satisface las Condiciones de Inada:
Il(l_r)rtl)FK(K,L,A) = B0

Jim Fe(K,L,A)=0

Lo anterior se cumple YL > 0yAy de manera
similar para L

Asimismo la funcion de acumulacién de capital
esta dado por la inversion bruta menos la deprecia-
cion del capital.

K=1,—6K,=K=Y,—C,— 6K,

Con todo lo anteriormente mencionado es po-
sible plantear el modelo de Rampsey Cass- Koop-
mans.

En el primer enfoque que permite resolver el
modelo; dictador, benefactor o planificador, se con-
sidera que el problema consiste en la eleccion de
un planificador social benevolente que intenta ma-
ximizar el bienestar social.

Dados los supuestos indicados anteriormente, la
acumulacién de capital se describe por:

K =F(K,L,A)—C,—5K,

Siendo 6 la tasa de depreciacién del capital.
La ecuacién en términos percapita es:

k=f(k)—c,—(n+5+g)k

Siendo g la tasa de crecimiento de la tecnologia,
considerada como constante.

Asimismo, el modelo supone que las familias po-
seen una funcién de utilidad que es calculada a
través de la multiplicacién de la utilidad percapita
y el nimero total de personas.

U=ul(c)L,

En ese sentido, las utilidades futuras son des-
contadas a la tasa p.
Por lo que la utilidad total esta descrita por:

o0

Utilidad=J e P'L.u(C,)dt

0
Por otro lado, la poblacién esta descrita por la
siguiente ecuacion, puesto que crece a una tasa

constante n:
Lt = Loent

De las dos ultimas ecuaciones se obtine:

oQ

Utilidad = L, f e~ Py (¢, ) dt

0

Finalmente, el problema del planificador en el
modelo de Ramsey Cass- Koopmans, se define co-



o
Max. LOJ e~ iy (¢,)dt
0

s.a. k,=f(k)—c,—(n+8+ gk,

Para resolver el modelo es necesario plantear
algunos supuestos:

= Se opta por usar una funcién de produccién
tipica (Cobb-Douglas): f (k) = Ak*.

= Se asume que la productividad total de facto-
res (A) es 1. Con esto tendriamos: f (k) = k“.

Al resolver el problema del planificador en el
modelo, se tiene en el equilibrio lo siguiente:

't=k“—ct——(n+5+g)kt

o l[Otkl“"—(p +5+g)]
¢, ©

En el estado estacionario se tiene que: k =0y
¢ = 0. Con lo cual tendriamos un sistema de dos
ecuaciones no lineales y para resolverlo sera nece-
sario recurrir a los métodos numéricos.

Figura 1
Comportamiento del consumo y del capital

3. Objetivos

Teniendo en claro el problema que la presen-
te investigacion busca resolver, es posible plantear
una serie de objetivos especificos que a lo largo del
presente documento se iran desarrollando:

3.1. Objetivo general

Determinar el algoritmo numeérico mas eficiente
en el calculo del Estado Estacionario del Modelo de
Ramsey, Cass-Koopmanscon parametros de la eco-
nomia peruana, utilizando sélo los algoritmos de
Punto Fijo y de Newton-Raphson para 2 variables
repectivamente.

3.2. Objetivos especificos

1. Demostrar que los algoritmos numéricos fa-
cilitan la estimaciéon del consumo per cdpita
y del capital per capita en el Estado Estacio-
nario del Modelo de Ramsey, Cass-Koopmans.



2. Destacar la importancia de los métodos nu-
méricos como alternativa a los métodos ana-
liticos.

4. Descripcion de la Solucion

Cuadro 1
Parametros del Modelo
Modelo de Ramsey, Cass-Koopmans
k=k®*—c—(6+g+nk
t=ak'™—p—5—g
Parametro Simbolo | Valor

Participacion del capi- a 0.65
tal fisico
Tasa de depreciacién 9] 0.033
del capital fisico
Tasa de crecimiento de n 0.012
la poblacién
Tasa de crecimiento de g 0.050
la tecnologia
Tasa de descuento sub- Jo) 0.01
jetiva

En el Cuadro 1 se muestran los valores de los
parametros que fueron calibrados y estimados por
distintos economistas, estos parametros fueron en-
“ontrados en la revision de la literatura.

Para calcular el estado estacionario del mode-
lo Ramsey, Cass-Koopmans se utilizardn dos méto-
dos: el método de Newton-Raphson para sistemas
de ecuaciones no lineales y el método del Punto Fi-
jo para sistemas de ecuaciones no lineales.

A continuacion se realizara una descripcion de
los dos métodos a usar:

4.1. Sistemas de ecuaciones no linea-

les

Estos métodos permiten calcular el estado
estacionario para el modelo de Ramsey, Cass-

Koopmans ya que la situacidn final a la que se llega
luego de resolver el problema del planificador es a
un sistema de ecuaciones no lineales.

4.1.1. Método de punto fijo para 2 variables

En este método se trata de encontrar un cero o
raiz de F(x) = 0, donde F : " — R". Este cero
tiene la forma F(x) = x — G(x) = 0. Por lo tanto
x = G(x). Entonces el algoritmo para determinar

(x,y)es:
xn+1 = gl(xn: .yn)

yn+l = gz(xm yn)

4.1.2. Método de Newton-Raphson para 2 va-
riables

El método de Newton para dos variables define
un sistema:

s={ fl,y)=0 ;
glx,y)=0

Se supone (a, ) como solucion al sistema, talque:

{ AN Xy =X, +AX,
ﬂ%yn+1=yn+Ayn

{ flx,+AX,)~0 ;
g(y,+Ay,)~0

Las condiciones que se deben cumplir para que la
sucesion (x,, Yn.,eny CcOnverga a (a, ) son:

= f,8 €C*[V(a,p)]
= J(f,g)#0enV(a,p)
= (xg,Y,) esta suficientemente cerca de (a, )

Con lo mencionado anteriormente, ya es posible
llevar los planteamientos al software para la solu-
cién numérica.



5. Resultados

Lo métodos previamente mencionados son aplicados en Matlab' y los resultados se resumen en la
siguiente tabla:

Cuadro 2
Resultados
Modelo Método Tolerancia | N° Iteraciones
Punto Fijo 1078 3
Modelo de Ramsey, Cass & Koopmans Nenionlanisen T0=% =
Los resultados obtenidos en el Cuadro 2, me- que se presentan si se aplica el método de Newton-

diante el software Matlab indican que el método Raphson.

mas eficiente, siguiendo un criterio de menor nu-

_mero de iteraciones necesarias para resolver el pro- A continuacion se observa la salida de los pro-
ama, es el método de Punto fijo; pues presen- gramas ejecutados en Matlab, asimismo se obser-

wa tres iteraciones, dos iteraciones menos que las  vard el comportamiento del capital y el consumo.

1. Método de Newton-Raphson

ESTIMANDO EL ESTADO ESTACIONARIO MEDIANTE EL METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA DOS VARIABLES

N K c ERROR
1 256.42645360 12.48661606 28.91306966
2 258.60518226 12.43387122 2.23147350
3 258.61773758 12.43354511 0.01288144
4 258.61773800 12.43354510 0.00000042
5 258.61773800 12.43354510 0.00000000
EL ESTADO ESTACIONARIO ES (k,c) = 258.61773800 12.43354510

2. Método del Punto Fijo

PROGRAMA: ESTIMANDO EL ESTADO ESTACIONARIO MEDIANTE EL METODO DEL PUNTO FIJO PARA DOS VARIABLES
N K C ERROR
1 258.61773800 0.90500000 257.71273800
2 258.61773800 12.43354510 11.52854510
3 258.61773800 12.43354510 0.00000000

EL ESTADO ESTACIONARIO ES (k,c) = 258.61773800 12.43354510

Se puede observar que ambos métodos conver- Newton-Raphson. El diagrama de fase para visuali-
gen a la misma soluciéon (k=258.617, c=12.434), zar la dindmica del comportamiento del consumo y
la diferencia esta en que el algoritmo del punto capital bajo el modelo de Ramsey, Cass-Koopmans
fijo utiliz6 menos iteraciones que el algoritmo de para la economia peruana.

Ver Anexo 1
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Figura 2
Modelo de Ramsey, Cass-Koopmans para Peru

6. Conclusiones

Al analizar el modelo de crecimiento de Ram-
sey, Cass- Koopmans es notorio que para el caso
peruano, resulta util usar el enfoque del planifi-
cador, puesto que sus supuestos son congruentes
con la realidad nacional; a diferenia del enfoque
de mercados competitivos, el cual no se ajusta a la
realidad en el caso peruano.

En el modelo de crecimiento de Ramsey, Cass-
Koopmans se revisaron los aspectos teoricos del
caso del Dictador, Benefactor o Planificador del
modelo, y se consideré relevante el calculo del Es-
tado Estacionario en la economia. De esta manera,
se demostro la complejidad en la solucion analiti-
ca de ambos modelos, a fin de obtener el Estado
Estacionario. Es asi que a través del uso de los mé-
todos de Punto fijo y Newton Raphson, se llego a
la conclusién de que, en este caso, el método del
Punto fijo es el mds eficiente puesto que soluciona
el problema con un niimero menor de iteraciones

que el otro método.

Es importante mencionar la importancia de los
métodos numéricos como una alternativa mds efi-
ciente en la resolucién de problemas que los mé-
todos analiticos, en modelos tan complejos como
el modelo de Ramsey, Cass-Koopmans. Al tener
un método numérico eficiente, se tiene una herra-
mienta que facilita el analisis de escenarios, el cual
es necesario para la evaluaciéon del impacto que
tendrian las politicas econémicas en el crecimiento
economico.

En investigaciones anteriores, se ha analizado
el modelo de Ramsey, sin embargo se ha realizado
su calculo a través del uso del tiempo discreto como
la investigacion realizada por Torres,J (2010). Por
lo tanto, una contribucién del presente trabajo es
realizar el analisis del modelo de Ramsey, hacien-
do uso del tiempo continuo, como una investiga-
cién mds préxima a la realidad.
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Anexos

Anexo 1: Scripts de Matlab

Para la elaboracidon de los siguientes scripts se toman las ecuaciones planteadas por los dos modelos,
asi como los distintos parametros establecidos en el cuadro 1.

1. Algoritmo para calcular el estado estacionario del modelo de Ramsey mediante el método de Newton-

Raphson para un sistema de ecuaciones.

1 % PROGRAMA: ESTADO ESTACIONARIO PARA EL MODELO DE RAMSEY

. % Descripcion: El programa estima el estado estacionario del modelo
A de Ramsey, Cass-Koopmans utilizando el metodo de
+ h Newton -Raphson para dos variables.

;% VARIABLES

¢ h aproximacion inicial

7 Xx0=230;

« yo=10;

s % ingreso de funciones

, f=inline(’x~(0.65) -(0.012+0.033+0.05) *x-y’,’x’,’y’);
n g=inline(’0.65%*x"(-0.35) -0.01-0.05-0.0337,%x’,’y?);

1w % ingreso de derivadas parciales

4 dfx=inline(’0.65%x~(-0.35) -(0.012+0.033+0.05) ’,’x’,%y’);
: dfy=inline(’-1’,°x%7,%y’);

v dgx=inline (’0.65%(-0.35) *x~(-1.35)’,°x7,%y’);

7 dgy=inline(’0’,’x’,°y?);

% tolerancia

1 t01=10"(-8);

» % ALGORITMO DEL PROGRAMA
disp(’ ESTIMANDO EL ESTADO ESTACIONARIO MEDIANTE EL M TODO DE NEWTON -

RAPHSON PARA DOS VARIABLES?’);

s disp (? N K C ERROR ) ;
5 error=1;

6 Xxant=xo;

7 yant=yo;

e n=1;

9 while (error>tol)

j=feval (dfx,xant ,yant)*feval (dgy,xant,yant)-feval (dfy,xant,yant)*feval
(dgx ,xant ,yant) ;

xa=xant -(feval (f,xant ,yant)*feval (dgy,xant,yant)-feval (g,xant,yant)*
feval (dfy,xant ,yant))/j;

ya=yant -(feval (g,xant ,yant)*feval (dfx,xant ,yant)-feval (f,xant,yant)*
feval (dgx ,xant ,yant))/j;

%tipo de error

error=abs (ya-yant)+abs (xa-xant) ;

linea=sprintf (’ %»d  %5.8f %5.8f ¥5.8f’,n,xa,ya,error);
disp(linea);

xant=xa;

yant=ya;

n=n+1;

40 end;
i+ linea=sprintf (’\n EL ESTADO ESTACIONARIO ES (k,c) = %5.8f %5.8f ?, xant

,yant) ;

42 diSp (linea) H

Listing 1: Método de Newton-Raphson para un sistema de ecuaciones



2. Algoritmo para calcular el estado estacionario del modelo de Ramsey mediante el método del punto
fijo para un sistema de ecuaciones.

« % PROGRAMA: ESTADO ESTACIONARIO PARA EL MODELO DE RAMSEY

> % Descripcion: El programa estima el estado estacionario del modelo
s h de Ramsey, Cass-Koopmans utilizando el metodo del
+ h punto fijo para dos variables.

s % VARIABLES

s 4 aproximacion inicial

7 X0=1;

s yo=1;

» % ingreso de funciones

o f=inline (’ ((0.65)/(0.033+0.05+0.01))"(1/0.35)7,°x’,’y?);
. g=inline (’x~(0.65) -(0.012+0.033+0.056) *x’,’x’,°y?);

2 % tolerancia

1w t0l=10"(-8) ;

wn

% ALGORITMO DEL PROGRAMA

w;diSp(’PROGRAMA: ESTIMANDO EL ESTADO ESTACIONARIO MEDIANTE EL M TODO DEL
PUNTO FIJO PARA DOS VARIABLES?);

v disp (2 N K C ERROR’) ;

s error=1;

, Xxant=xo0;

2 yant=yo;

2 n=1;

2 while (error>tol)

23 xa=feval (f,xant,yant) ;

24 ya=feval (g, xant ,yant) ;

%tipo de error

26 error=abs (ya-yant)+abs (xa-xant) ;

27 linea=sprintf (’ »d %5.8f %5.8f %5.8f’,n,xa,ya,error);

, disp(linea);

xant=xa;

yant=ya;

3 n=n+1;

2 end ;

a.linea=sprintf(’\n EL ESTADO ESTACIONARIO ES (k,c) = %5.8f %5.8f ?, =xant
,syant) ;

v disp(linea);

Listing 2: Método del Punto Fijo para un sistema de ecuaciones
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