
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RESUMEN 
 

La proporción de árboles de café infectados con la 
bacteria de la roya es un parámetro que se desea 
estimar así como la cantidad total de estos 
elementos con esta característica rara con el fin de 
que los caficultores apliquen tratamientos a los 
elementos infectados de una manera más eficiente 
y así optimizar los costos en fungicidas, además de 
recuperar la salud de sus cultivos. Con este fin se 
aplica el método de muestreo binomial negativo el 
cual  proporciona el número de éxitos necesarios a 
muestrear hasta encontrar esos éxitos resultantes 
hallando así una proporción que se ajusta a la 
realidad del parámetro poblacional con más 
cercanía. 
 
 
 
 
 

 
INTRODUCCIÓN 

 
 
Existen en muchos casos de elementos escasos o 
raros con probabilidad baja en la población; por 
ejemplo genes recesivos, enfermedades extrañas, 
tipos de sangre raros, etc. 
 
Para encontrar la proporción exacta de estos 
elementos dentro de la población se requiere 
encontrar el tamaño de muestra adecuado que nos 
ayude a acercarnos cuanto deseemos al valor real 
poblacional. 
 
Se tomará  el caso de una población de árboles de 
café  infectados con la bacteria “roya” que afecta la 
sanidad y la producción del café principalmente. 
 
Para estimar la proporción de estos árboles, los 
métodos de selección  tradicionales tienen una 
metodología que dificultan la localización de 
elementos escasos, árboles con roya.  Por esta 
razón, se deben usar métodos especiales como el 
muestreo inverso o binomial negativo que 
muestrean los elementos hasta estimar el total  de  
los elementos con dicha característica rara. 
 

PRESENTACIÓN DEL PROBLEMA 
 
Muchas veces grandes cultivos se han visto 
afectados por diversas causas tales como 
enfermedades y/o bacterias; la bacteria  de la roya 
de los árboles de café es  un problema que está 
actualmente afectando varios cultivos en varios 
países de Latinoamérica, incluyendo el Perú, donde 
ha generado grandes pérdidas en la producción 
llegando a reducirla entre 25 y 30% en el 2013 
como informó el ex Ministro de Agricultura, Milton 
Von Hesse, en ese entonces. 
 
La roya según el grado de severidad puede 
provocar una intensa caída de hojas, moho en ellas 
y daño en el grano de café imposibilitándolos para 
su cosecha, es por ello que el poder identificar la 
cantidad de árboles infectados por esta bacteria se 
ha convertido en un problema primordial para los 
empresarios caficultores en nuestro país. 
 
Con el fin de poder controlar esta enfermedad se 
utilizó el método de muestreo binomial negativo 
para estimar la proporción de plantas infectadas  
mediante la obtención del tamaño de la menor 
muestra optima que nos permita acercarnos cuanto 
deseemos a la proporción real de la población. De 
esta forma éste método nos ayuda a encontrar la 
cantidad total de árboles infectados para así aplicar 
tratamientos más específicos y eficaces reduciendo 
costos y optimizando los recursos. 

OBJETIVOS 
 Hallar el número de árboles necesarios que se 

deben muestrear hasta encontrarlos para así 
estimar un proporción de árboles infectados 
con roya con un nivel de aseguramiento y un 
intervalo de confianza. 
 

 Demostrar la utilidad del método binomial 
negativo para calcular el tamaño de muestra 
óptimo (mediante el número de éxitos 
necesarios) para estimar la proporción de 
elementos raros una población. 

 

 Estimar el número total de árboles de café 
infectados con roya para que así los 
caficultores puedan aplicar tratamientos más 
específicos y eficientes. 

ESTIMACIÓN DE LA PROPORCIÓN DE  ÁRBOLES 

INFECTADOS CON ROYA OBTENIENDO TAMAÑOS DE 

MUESTRA INDIRECTAMENTE MEDIANTE EL MUESTREO 

BINOMIAL NEGATIVO 
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DESCRIPCIÓN DE LA SOLUCIÓN 
 
La población de árboles de café es de 5000, se 
simuló una población Bernoulli con probabilidad 
𝑝 ≤ 0.10  (desconocida por ahora). Debido a que 
estos árboles se encuentran en un terreno de 
cultivo los agrupamos en 125 filas y 40 columnas 
simulando una distribución espacial.  De esta forma 
quedan agrupadas en 125 conglomerados de 40 
elementos cada uno. 
 
Se hizo un primer muestreo piloto y se eligió 
aleatoriamente uno de los 125 conglomerados, así 
en el conglomerado 89 se muestreó de izquierda a 
derecha hasta encontrar 1 o 2 árboles infectados 
resultándonos el siguiente cuadro. 

 
 
Debido a que p es baja en la población cabe la 
posibilidad de que al elegir un conglomerado 
aleatoriamente no exista dentro de ello el elemento 
con la característica de interés tomando así por 
conveniencia el siguiente conglomerado hasta 
encontrar el número de éxitos buscados.  

 

 
 
Se tomará en cuenta la siguiente fórmula para 

hallar la varianza del  𝑝̂, el cual es 𝑉̂(𝑝̂) =
𝑝2(1−𝑝)

𝑟
 ; 

uno de los propósitos por el cual se toma en cuenta 
está fórmula es hallar el ancho de clase en función 

de la cantidad de éxitos (𝑟), 𝑊 = 2𝑍𝛼

2

√𝑉̂(𝑝̂). 

Luego sea ω la amplitud deseada del intervalo de 

confianza 𝑊 = 2𝑍𝛼

2

√
𝑝2(1−𝑝)

𝑟
 así la amplitud 𝑊  es 

una variable aleatoria que se espera que  sea 
menor o igual a una amplitud ω deseada de la 
siguiente forma,𝐸(𝑤) = 𝜔 ,así se podrá  tomar la 

probabilidad de que 𝑃(𝑊 ≤ 𝜔) = 𝛷(𝑍𝛾) y hacerlos 

tan cercanos como deseemos, reemplazando el 𝑊 

en función de la varianza de 𝑝̂, 

𝑃 (√(1 − 𝑝̂)𝑝̂2 ≤
𝜔√𝑟∗

2𝑍𝛼
2

) = 𝛷(𝑍𝛾)  

Luego de estandarizar y despejar 𝑟∗ , resulta la 
forma 

 𝑟𝐼
∗ = [

𝑍𝛼
2

𝜔
]

2

[√𝑝̂2𝑞̂ + √𝑝̂2𝑞̂ +
2𝜔|(

3

2
𝑝4−𝑝3)|𝑍𝛾

𝑍𝛼
2

𝑝2 ]

2

 

 
 
 

Donde ω es el ancho de clase deseado 
determinado a priori y 𝑧𝛾 el nivel de cercanía con el 

que tanto se quiere acercarse al valor real. Luego 
el factor de corrección para poblaciones finitas 

seria 𝑟𝐹
∗ = 𝑟𝐼

∗ [
𝑁

(𝑁+
𝑟𝐼

∗

𝑝
)
] , entonces se tienen las 

formulas necesarias que el cálculo de la cantidad 
de éxitos (𝑟𝐹

∗).El nuevo valor se interpreta como el 
número de elementos con la característica de 
interés que se tratará de encontrar y para obtener 
estos se habrá recogido un total de  𝑛𝑓 elementos 

de tal manera que la proporción 
𝑟𝐹

∗

𝑛𝑓
⁄  será una 

proporción más cercana, con un nivel de cercanía 
𝛾, al valor del parámetro poblacional. 
 
Volviendo a la aplicación, se calculará  las 
cantidades de éxitos estimados para 𝑝1 = 0.0217 y 

𝑝2 = 0.0303 a continuación en el siguiente cuadro. 
 

 
Por el factor tiempo y costos del muestreo se tomó 

el resultado arrojado tomando en cuenta 𝑝 =

0.0217 , ahora para finalizar la aplicación el último 

paso es muestrear hasta hallar 𝑟∗ = 12 , para ello 

se toman 12 conglomerados de forma aleatoria y 

en cada uno se barre de izquierda a derecha los 

elementos hasta encontrar un árbol con roya si en 

caso en algún conglomerado no se encuentra 

ningún éxito por conveniencia se barre el inmediato 

siguiente quedándonos los conglomerados 

muestreados: 

Cabe resaltar que convenientemente se unió los 

tamaños de aquellos conglomerados continuos 

para así tener 12 conglomerados como se 

pretendía en el principio .Para la facilidad en los 

cálculos se deben redimensionar los 

conglomerados restantes, nótese que la cantidad  
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de elementos muestreados es 240 y el total es 

5000 quedando 4760 además el 𝑚̅  es 20 así 

quedan 238 conglomerados de tamaño 20 y el total 

de sería 𝑁 = 250. 

Luego la probabilidad final  𝑝̂𝑓 =
∑ 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1

= 0.05 y el 

𝑠𝑝
2 =

∑ (𝑎𝑖−𝑝𝑚𝑖)2𝑛
𝑖=1

𝑛−1
= 0.0787 dando como resultado la 

varianza 𝑉̂(𝑝̂) = (
𝑁−𝑛

𝑁𝑛𝑚̅2) 𝑠𝑝
2 = 0.0001562  y la 

desviación estándar √𝑉̂(𝑝̂) = 0.0125 se genera asi 

el intervalo de confianza final para el porcentaje de 

árboles de café infectados con roya con un nivel de 

confianza del 95% 

 

Se verifica que efectivamente el ancho de clase del 

intervalo de confianza es aproximadamente 0.04 

además recordemos que la estimación puntual de 

la proporción 𝑝̂𝑓 = 0.05  es cercano al parámetro 

poblacional en un nivel de cercanía 𝛾 = 0.9. Para 

finalizar  se calcula el número total de árboles 

infectados con roya en la población con su 

respectivo intervalo de confianza: 

 

Por último se muestra el ANOVA 

 

Se calcula también la eficiencia relativa con 

respecto a un M.A.S. con 𝑛 = 240 𝑦 𝑁 = 5000: 

 

Se verifica que un muestreo aleatorio simple 

evidentemente es más efectivo que el 

conglomerado utilizado; sin embargo se prefiere 

este debido a la reducción de costos en el 

muestreo que representa y la mayor sencillez en 

ejecución y que demanda menor tiempo, además 

se observa que la proporción entre la cantidad de 

muestra necesaria para una eficiencia igual entre el 

MAS y el  muestreo por conglomerado es de 100 a 

223 que no es considerablemente tan grande. 

 

CONCLUSIONES 
 

Se llegó a demostrar que el método de muestreo 

binomial negativo tiene ventajas comparativas 

respecto al MAS ya que nos indica en vez de un 

método para hallar un numero de muestra 

directamente, nos brinda el número de éxitos 

necesarios a muestrear llegando así de una forma 

indirecta al tamaño de muestra necesario. 

Se logró hallar una estimación de la proporción de 

árboles infectados con roya cercana al parámetro 

poblacional con un nivel de cercanía del 95% e 

igualmente un nivel de confianza del 99% y se 

verifico que el ancho de clase resultando coincidió 

aproximadamente igual con el ancho de clase 

determinado a priori. 

Se halló la cantidad total estimada de árboles 

infectados con un respectivo intervalo de confianza 

y además mediante el cuadro ANOVA se comparó 

la eficiencia del muestreo conglomerado realizado 

versus un MAS resultando evidentemente más 

eficiente el MAS sin embargo en la práctica se 

prefiere el muestreo conglomerado ya que reduce 

costos en el muestreado tiempo y otros recursos 

además el comparado nos demuestra que la 

muestra requerida para una eficiencia igualitaria se 

aproxima a solo el doble lo cual es un factor 

aceptable. 
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ANEXOS 
Se adjunta la demostración de la estandarización . 

 

𝑃 (√(1 − 𝑝̂)𝑝̂2 ≤
𝜔√𝑟∗

2𝑍𝛼

2

) = 𝛷(𝑍𝛾) 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 


