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RESUMEN:

Se presenta el estudio de una metodologia que
determina un tamafio de muestra adecuado para
una prueba de hipoétesis bilateral, haciendo uso de
herramientas que proporciona el enfoque
bayesiano, tales como el Factor de Bayes. Se busca
comprender dicha metodologia para su posterior
andlisis y aplicacion en el marco de un modelo
normal.

INTRODUCCION:

Uno de los procedimientos estadisticos mas
utilizados en el campo cientifico, es el contraste de
hipétesis. Este hecho evidencia la importancia de
esta poderosa herramienta para fines de
investigacion y, por lo tanto, lo esencial que es
utilizarla de forma adecuada. Una correcta
aplicacibn de este método implica respetar los
conceptos, y el marco teérico bajo el cual se
encuentra sustentado este analisis. En otras
palabras, la prueba de hipoétesis, como
procedimiento estadistico, implica una secuencia
ordenada de etapas o pasos que deben aplicarse
conforme a la metodologia previamente establecida.

La eleccion de un tamafio de muestra adecuado,
precisamente, representa uno de los pasos mas
importantes en el proceso de un estudio
experimental estadistico. Ademds, tratdndose
especificamente del problema de una prueba de
hipétesis, existen diferentes  metodologias,
proporcionadas por diferentes enfoques.
Claramente el de mayor uso y reconocimiento, es el
enfoque clasico. Sin embargo, el enfoque que sera
de interés para lograr objetivo del presente estudio
serda el enfoque bayesiano.

En primera instancia, para poder introducir la
metodologia que se usara para obtener un tamafio
de muestra usando este enfoque, es necesario
definir ciertos conceptos las cuales permitirdn una
mejor comprension del tema en cuestion.

Uno de estos conceptos, es la evidencia potencial,
la cual se interpreta como la posible informacion que
se pueda obtener a través de la muestra y que
servira poder tomar una decision. Para expresar tal
definicion en terminos de probabilidad, sera
necesario introducir una funciéon de probabilidad,
dado que esta asocia una probabilidad para la
ocurrencia de un evento. Ademas se definen los
tipos de evidencia que pueden proporcionar una
muestra en el contraste una hipotesis, tales como la
evidencia decisiva y evidencia débil. Como
consecuencia el espacio muestral, también sera
dividido en subconjuntos de acuerdo al tipo de
evidencia que pueden proporcionar.

Este hecho, ser4d tomado como base de la
metodologia, porque definirh una probabilidad de
ocurrencia para cada subconjunto del espacio
muestral, es decir, una probabilidad para cada
muestra que proporcione un tipo de evidencia.

De esta forma lo que se buscara es controlar cada
una de estas probabilidades definidas para cada tipo
de evidencia, especialmente sera de interés, regular
la probabilidad de que las muestras proporcionen
una evidencia de tipo decisiva y correcta.

PROBLEMA:

El enfoque bayesiano, prioriza el uso de la evidencia
proporcionada por el experimento estadistico, a
diferencia de otros enfoques. Es decir, utiliza la
informacion de la muestra como herramienta, asi



como el conocimiento a priori sobre algun evento de
interés, para mejorar ese conocimiento previo y
convertirlo en nueva informacion. La misma idea
puede ser aplicada para el contexto de una prueba
de hipotesis, sin embargo, la interrogante surge en
cémo es posible aplicar este concepto para poder
calcular un tamafio de muestra que asegure que la
conclusién sea la adecuada. Bajo esta problematica,
se desarrolla una metodologia que permitira
establecer una idea de solucién que responda al
problema cuestionado.

OBJETIVOS:

El objetivo general de este trabajo es estudiar una
metodologia para el célculo de un tamafio de
muestra éptimo en una prueba de hipétesis bilateral
usando un enfoque bayesiano.

Como objetivos especificos se tienen:

a) Explicar la metodologia para el calculo de un
tamafio de muestra 6ptimo en una prueba
de hipétesis bilateral usando un enfoque
bayesiano

b) Aplicar la metodologia estudiada para
contrastar una prueba de hipétesis bilateral
para la media en el marco de un modelo
normal segun un enfoque bayesiano.

METODOLOGIA:

El presente estudio tiene como interés contrastar
dos hipétesis (H, versus H,), donde H; afirma que
0e0,,i=0,1, O,U0, =0.

El criterio utilizado para medir la evidencia
estadistica en el enfoque bayesiano para probar
estas hipétesis es el factor de Bayes, donde y, es la
muestra de tamafio n.

P(yn|Ho)

BOl(yn) = P(y,|Hy)

Este va a relacionar la probabilidad de la muestra
bajo la hipotesis nula y la probabilidad de la muestra
bajo la hipoétesis alternante, donde valores grandes
de By, (y,) se interpretan como evidencia dada por
los datos a favor de H, 0 H;.

La forma estandar de definir una escala de evidencia
en términos de factores de Bayes recurre a
probabilidades aposteriori, las cuales se relacionan
de forma explicita mediante la siguiente ecuacion,

donde m, y m; son las probabilidades apriori de las
hipotesis H, y H, respectivamente.

o
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P(Holyn) = (1 +

Para un valor fijo fijo y,€(0,1) , decimos que los
datos y,, dan evidencia decisiva a favor de y, en el
nivel y, si

P(Holyn) > Yo

Y mediante la relacién expuesta lineas arriba, la

probabilidad se expresa en términos del factor de
Bayes, donde w =~*
0

P(Holyn) > vo & Bo1(yn) > wlz(;,o = ko

De forma similar, para un valor fijo y, € (0,1)

P(Hily) > V1 o BorOn) < 0 =12 = ky!
Por lo tanto, dados los datos, la evidencia se puede
cuantificar en términos del factor de Bayes al
comparar, By (y,) con los valores de k; ,i=0, 1,
gue se determinan una vez que los valores de y,
son elegidos apriori.

El factor de Bayes se usa a menudo de forma
pragmatica como criterio de eleccion de modelo .Se
han propuesto escalas empiricas, como es el caso
de la de Jeffreys (1961), quien propuso una para
clasificar la evidencia proporcionada por el factor de
Bayes, de modo que, por ejemplo, los valores

1 .
mayores que 3 (menor que 3) se juzguen como una

evidencia moderada a favor de H, (H,), i =0, 1. De
manera similar, los valores mayores de 10 o

1 . . .
menores que - pueden considerarse evidencia

soélida.

A continuacion, k, y k, denotaran valores tales que,
para cualquier conjunto de datos y, dado, los

- 1
valores de By, (3,) > ko 0 By () < = se
1
considerardn una evidencia decisiva a favor de la
hipoétesis H, y H,, respectivamente. A la inversa, si
1 . . .
== Bo1 () <k, , los datos proporcionan evidencia
1

débil y no se pueden extraer conclusiones.
Al planear una prueba estadistica, nuestro interés

pasa por controlar la probabilidad de los eventos que
se nombrara a continuacion:



* Evidencia engafiosa (E): el evento que ocurre
cuando la evidencia es decisiva a favor de la
hipétesis incorrecta;

* Evidencia débil (DB): el evento que ocurre cuando
la evidencia no apoya ninguna de las dos hipoétesis;

» Evidencia decisiva y correcta (DC): esto ocurre
cuando los datos proporcionan evidencia sustancial
a favor de la hip6tesis correcta.

Los cuales se encontraran en los subconjuntos del
espacio muestral D; (k; ,n) y DB (ky, ky,n) donde

D; (ki) ={yn : Bij(y) > ki} 1,j =01 i+

es el subconjunto del espacio muestral cuyos

elementos proporcionan evidencia sustancial a favor

de H; y
DB; (ko ki,m) = {yy * ki' < Bo1(3n) < ko}

es el subconjunto del espacio muestral cuyos
elementos proporcionan evidencia débil a favor de
las dos hipétesis.

A continuacion, definimos las probabilidades de que
el experimento arroje pruebas correctas y decisivas,
débiles y engafiosas, cuando H; es verdadero
donde i,j=0,1 ,i#j:

Al tomar en cuenta la incertidumbre sobre la
hipétesis verdadera, podemos definir las
probabilidades de obtener evidencia decisiva y
correcta, débil o engafiosa:

Probabilidad Expresion en funcién de las
total probabilidades a favor de H;

PP (ko, ky, m) o P§ ¢ (ko,n) + 1y PPC (ky, 1)

PPB(ko, ky,m) | Py P (ko ky,m) + w1 PPE (Ko, kq,10)

PE(ko, ky,m) o PE (ky,m) + 1, PPC (ko, 1)

Probabilidad
de evidencia
afavor de H; Expresion en integrales
P-Dc(k-n)
L " f P(yani)dyn
Dj(kyn)
PPP (ko kyn)
l f P(yani)dyn
DBj(ko,k1,m)
PE(k;n)
L g f P(:anHi)dYn
D]-(k]-,n)

Al considerar el supuesto de exhaustividad
excluyente para cada subconjunto del espacio
muestral Q definido para cada tipo de evidencia.

PPE(kokyn) + PP¢(kyn) + PE(kjn) = 1

,j=01 i#]j

La probabilidad pP¢(k,, ki, n) representa la
evaluacion pre-experimental general del éxito
potencial del experimento si para un conjunto dado
de valores para k, y k,, de pardmetros prioris (m, Yy
m,) Yy de n, esta probabilidad es suficientemente
grande, esperamos que el experimento sea exitoso.

Considerando este punto de vista, el criterio para
determinar el tamafio de muestra que se propone es
elegir un “n” para que p°C(ky ky,n) sea
suficientemente grande, mientras pP8(kg, ki, 1) Y,

mas importante, pf(k,, k;,n), sea pequefio.

Un tamafo de muestra que garantiza que el pP¢
alcanza un nivel deseado ¢ , es a menudo suficiente
para limitar las probabilidades de evidencia débil y
engafnosa.

En resumen, el procedimiento de prueba propuesto
esta en dos pasos.

1.- Fase pre- experimental

Paraun ¢ €(0,1), ky y k, , se selecciona n* , tal
que:

n* =min{n € N : PP¢(ky,k;,n) = {}
2.- Fase post- experimental

Bo1 () < kit No se rechaza H,

ki < By (y) <k, No se decide

Bo1 () > kit No se rechaza H,



RESULTADOS:

En el cdlculo del tamaino de muestra 6ptimo para
una prueba de hipétesis bilateral para la media en
el marco de un modelo normal, tenemos que las
muestras provienen de un distribucién normal, esto
es,
iid 2
yil6 " N (8, 0?)

Considerando la suposicién que la distribucidn priori
bajo la hipdtesis alternativa tiene una distribucién
normal,

91(6) ~ N(H'TZ)

De cuerdo con Jeffreys un probabilidad de evidencia
mayor que 0.8, proporciona un valor éptima de
probabilidad para tomar decisiones correctas.
Considerando la prueba de hipdtesis para el
constrastar de su media,

HO:GZ 90 vs 0= 90

La cual se caracteriza por ser una pruba bilateral, de
acuerdo a la metodologia estudiada, obtendremos
los siguiente,

301(%) =

Y nc A \2 A
1+nexp {_ (2(1+n0)) (u - ﬁ) + E}

Donde:
u=Vn(y, - 0,)/o
A= (8 —w)/Jco

c=1?%/c?

Considerar Delta como la estandarizacion entre la
media bajo la hipdtesis nula y la media de la
distribucidon priori. Ademas, ¢ como la dispesion
entre las varianzas de la muestra y la distribucion
priori.

Para determinar la distribucidn de la media bajo su
respectiva hipétesis, se empleara el factor de bayes,
obteniendo lo siguiente,

yn|H0 "’N(QOIUZ/”)

2
_ g
y,|Hy ~N (m; (1+nc))

Ahora,para determinar las probailidades de
evidencia correcta y decisiva bajo sus respectivas
hipétesis, se wusard los espacios muestrales,
obteniendo,

pODC(kOIn)
=¢ i+ W, c ko) —¢ i+ W(n,c, ky)
L/E Vne
plDC(klln) =
1
qb{[A ( \}I-n_rclc> -W(n,c, kl_l)] 1+ nc)_%}
A 1+nc
* d’{_[ ( Ve )
+ W(n, c, kl_l)] a1+ nc)_%}
1+ nc A? x
W(n,c,x)= |2 ]

nc [2 V1 +nc

Para analizar el comportamiento de |las
probabilidaddes de evidencia, considerar que
dichas probabildades dependen de varias
cantidades de entrada, por ello se analizara las mas
relevantes, una de ellas, es fijando una probabilidad
de evidencia mayor de 0.8, como se menciond
anteriormente; para un mejor  analisis
consideremos los siguientes valores para las
cantidades de entrada,

My =T = 05

Con estas cantidades fijas, se obtiene la siguiente
grafica,
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Figura 1: Grafica de probabilidad de evidencia DC bajo Hp, H; y general

El tamafo de muestra éptimo resultd ser 66, esto
permite lograr tener un nivel de probabilidad
decision correcta bajo sus respectivas hipdtesis,
como:

poP¢ = 0.76

p,P¢ =0.85

También notar que, las probabilidades para alcanzar
un nivel de valores significativos se necisita tener
menor cantidad de muestra para la probabilidad
bajo la hipdtesis nula que bajo la hipdtesis alterna.
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Para considerar variaciones de las demas
cantidades, se tiene la siguiente tabla:

100

Tabla 1: Tamafo de muestra éptimo para una prueba bilateral

A ko=ki=3 ko=k =7

n* n* n* n*
0 66 33 203 102
0.5 51 26 158 79

1 25 13 75 38
1.5 9 5 23 12

Se puede notar que,

e A medida que k; aumentan, los valores de
n* aumentan.

e A medida que A aumenta, los valores de n*
aumentan.

e A medida que ¢ aumenta, los valores de n*
disminuyen.

CONCLUSIONES:

* Se logré estudiar de manera adecuada la
metodologia propuesto por Berger, Brown
y Wolpert para el cdlculo de un tamafio de
muestra dptimo bajo el enfoque bayesiano.

* Se explicé la metodologia de manera
adecuada considerando las férmulas
matematicas y los conceptos tedricos
necesarios para comprender el cdlculo de
un tamano de muestra optimo bajo el
enfoque bayesiano.

El tamaio de muestra dptimo va a depender
de los pardmetros o cantidades de entrada
gue el investigador fije con anticipacion, para
obtener  probabilidades de evidencia
decisivas.



